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Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy
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si chiede di:
(a) provare che esiste un’unica soluzione y di (P) definita in (a, 00), con —oo < o < 0;
(b) studiare la monotonia della soluzione y e calcolare

lim y(x), lim+y(x) e lim+y’(a:);

(c) tracciare un grafico qualitativo della soluzione y.

Esercizio 2. Data I'’equazione di Eulero
3y + 112%y" + 30wy’ + 18y = f(z), x>0,
si chiede di determinare:

(a) I'integrale generale dell’omogenea associata;
(b) quell’integrale particolare dell’omogenea associata tale che

y(1) =2, lim 2*y(z) =0, / y(x) dx = 0;
1

T—00

(c) lintegrale generale dell’equazione completa quando f(z) = 6(logz — 1).

Esercizio 3. Dato I'equazione differenziale
(1) y' + 4y + 5y = e * cos,
si chiede di determinare:

(a) l'integrale generale di (1);

(b) la soluzione di (1) tale che y(0) =1evy <g) =

—T

me
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Esercizio 4. Dato il problema di Cauchy
y=ay —(y)°
y(3) =4 ’
si chiede di stabilire se le seguenti affermazioni siano vere o false:

(a) il problema ¢ in forma canonica;
(b) ammette integrale singolare;

“IF2=
S )

)
(c) ogni soluzione ¢ globale;
)

(d) ammette un’unica soluzione.
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Esercizio 1. Dato il sistema lineare
W =3u—4v+e”
{v’ =u—v+zx
si chiede di determinare:

(a) una matrice fondamentale;
(b) I'integrale generale del sistema completo;
(c) la matrice e*, ove A & la matrice dei coefficienti del sistema omogeneo.

Esercizio 2. Data la f.d.l. definita da

ePx — (p — 1)2ydx ey +(p—1)°x

$2+y2 x2+y2

w(x,y) = dy, peR,

si chiede di:
(a) determinare il dominio 2 di w e provare che w & chiusa in €;
(b) calcolare f% w, ove 7, = 0D con

D={(z,y) eR* : 1 <2”+9* <4, y>0};

(c) calcolare fw w, ove ¥, € la circonferenza unitaria centrata nell’origine;

(d) dedurre dal punto (c) per quali valori di p € R la w € esatta in Q e calcolare un suo
potenziale.

Esercizio 3. Sia
f(z) =z(cosx)™, z€[-m); f(x+2m) = f(x).
Si chiede di:
(a) dedurre il tipo di convergenza della serie di Fourier di f dalla regolarita di f;
(b) determinare la serie di Fourier di f;
(c) calcolare la somma della serie numerica

[e.9]

) P—
= dn(n—1)
(d) Riconoscere che la serie trigonometrica
i sin nx 0<a< 1
“— nlog(v/n + 1)’ 2’

non ¢ la serie di Fourier di alcuna funzione f € L% | determinandone inoltre il tipo

di convergenza.

N.B. Giustificare tutte le risposte!
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Esercizio 1. Data la funzione definita in R™ da
||

flx) = o x e R",

si chiede di:
(a) verificare che f & positivamente omogenea di grado 2;
(b) calcolare Af(x);

0
(c) utilizzando 'identita di Eulero, calcolare —f(a:), ove |z| =,

ov,
r > 0, v, ¢ la normale esterna a 0B, (r) e
B,(r)={z e R" : |z| <r};
(d) calcolare, utilizzando anche il punto (c),

/ F@)ds.
0Bs5(5)

Esercizio 2. Data la successione di funzioni
fn(ﬂj) = ('In + n)l/n’ x> 07
si chiede di:

(a) determinare il limite puntuale f;
(b) provare che (f,), converge uniformemente ad f in [0, co).

Esercizio 3. Dato il solido

_ 3.2, .2
si chiede di:
(a) disegnare D;
(b) calcolare il volume di D;
(c) calcolare [, g(x,y,2)dS, ove
1 2 2
+a2+y | 40
9(z,y,2) = § V(1 + 22 + )t + 4(a? +4?) :
0, z=0

N.B. Giustificare tutte le risposte!
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Esercizio 1. Siano p > 0,
w/2 /2
I:/ (cos z)*dw e J:/ (cos 2x)*dz.
0 0

Si chiede di:
(a) calcolare I, esprimendo il suo valore in termini della funzione Gamma;

(b) verificare che J & uguale a I;

w/2
(c) calcolare infine in termini della Gamma / (sin 22)* dz.
0

Esercizio 2. Dato il campo vettoriale definito in R? da
F(z,y,z) =2y +z 2+z 2 +y)
si chiede di:

(a) verificare che F' & solenoidale;
(b) calcolare un potenziale vettore.

Esercizio 3. Dato il problema di Cauchy
y' =ylog(y +1)
y(0)=a =0 ’
si chiede di:

(a) provare che esiste un’unica soluzione y definita in tutto R;
(b) tracciare un grafico qualitativo della soluzione .

N.B. Giustificare tutte le risposte!
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Esercizio 1. Data la funzione definita da

+Z e [0.7]
2’ ) 2 )
flz) = f@)=f(=2), x€ (=m0,
| cos z, x € (g,ﬂ] :
con f(x 4+ 2m) = f(x) per ogni x € R, si chiede di:
(a) provare che la serie di Fourier di f converge totalmente a f in R;
(b) determinare la serie di Fourier di f;
1 2
(c) sapendo che Y 72, e = %, calcolare la somma delle serie
DeTT ¢ T
k=1 k=1

Esercizio 2. Dato il sistema lineare

u =u+2v+ze®
v =4u+3v+1

si chiede di determinare:

(a) una matrice fondamentale del sistema omogeneo associato;

(b) la matrice e??, ove A & la matrice dei coefficienti del sistema omogeneo;
(c) 'integrale generale del sistema completo;
(d)

I'insieme ) delle soluzioni limitate Y = (u,v) in R{ e calcolare lir+n Y (x).

Esercizio 3. Data la forma differenziale lineare
xz Yz
W= y2d:c + o y2dy + f(z,y,2)dz,

definita su Q= {(z,,2) € R® : (£,4) # (0,0)} e f € CH), si chiede di

(a) determinare f in modo che w sia chiusa in ;

(b) provare che f,yw = 0, ove v ¢ il circuito v(t) = (cost,sint,0), ¢t € [0,27], e dedurne

che w ¢ esatta;
(c) determinare una primitiva P di w tale che P(1,1,1) = 0.

N.B. Giustificare tutte le risposte!
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Esercizio 1. Data la funzione 2r—periodica definita in R da
fa)=sing, ze(-mal,  fla+2m) = fla),
si chiede di:

(a) scrivere la serie di Fourier di f;
(b) studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie di Fourier di f;

f(x),  we(-mm),

(c) posta h(z) =
0, T =,

h(z + 2m) = h(x),

verificare che la serie di Fourier di h e la stessa di f e converge puntualmente a h;
(d) stabilire se la serie di Fourier di h converge uniformemente a h in (—m, 7).

Esercizio 2. Data la forma differenziale lineare
20 —y 2r +y
w = T
ZL'2 _|_ y2 1-2 + y2

dy

si chiede di:
(a) verificare che w ¢ chiusa nel suo dominio D;
(b) provare che w non ¢ esatta in D;
(c) verificare che w ¢ esatta in A =R?*\ {z =0,y > 0};
(d) determinare una primitiva di w in A.

Esercizio 3. Dato il problema di Cauchy
J - y? —log*x
(0.1) 1+ y? ;
y(1) =0
si chiede di provare che:

(a) esiste un’unica soluzione y definita in R*;

(b) la soluzione y & tale che 0 < y(z) < —logx in (0,1), mentre —logz < y(x) < 0 in
(1, 400);

(c) la soluzione y & strettamente decrescente in R™ \ {1} e calcolare lim, .., y(x);

(d) lim, o+ y(x) < 2;

(e) tracciare un grafico qualitativo della soluzione y.

N.B. Giustificare tutte le risposte!
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x
Esercizio 1. Data arctan Y + arctan —, si chiede di:
x

(a) determinare il dominio D di f in R? e calcolare V f in D;
(b) posto B = {(z,y) € R* : z* + y* < 1}, riconoscere che f € L'(B) e calcolare nel

modo piu veloce possibile / / f(z,y)dzdy;

B
(c) analogamente, posto Q = [0, 2]?, calcolare / / f(z,y)dxdy.
Q

Esercizio 2. Data f(x) = log ||z|, x € R™\ {0}, n > 2, si chiede di:

(a) calcolare Af e dire per quali valori di n la funzione f & armonica e il campo Vf &
solenoidale;
(b) riconoscere che Af € L'(B,), ove B, = {z € R" : |jz|]| < r}, r > 0, e calcolare

| srwys

T

(c) riconoscere che per n = 3 risulta f € L'(B;) e calcolare f(x)dx.
By

Esercizio 3. Sia S = {(z,y) € R? : = > 0,y > 0, 2> +y*> = 1} e sia f(z,y) =
g(xz) + g(y2), ove ¢g : [0,1] — R ¢ una funzione strettamente convessa e continua. Posto
o(t) = g(t) + g(1 —t), si chiede di:

(a) riconoscere che ¢ & strettamente convessa e continua in [0,1] e calcolare max ¢ e
[0,1]

1
I[l’liI]l ¢, usando il fatto che p(t) = p(1 —t) per ogni t € [0, 5],
0,1

(b) riconoscere che 2¢g(1/2) < p(t) < g(0) 4+ g(1) per ogni t € [0, 1];
(c) determinare i punti di massimo e minimo di f vincolato a S e i rispettivi valori.

Esercizio 4. Data la curva 7 di equazione polare o(¢9) = 1 —sind, J € [0, 7/2], si chiede di

(a) dire se v € una curva regolare;
(b) disegnare il sostegno della curva 7;
(c) calcolare I'area della porzione di piano D compresa tra 1’asse delle z e il sostegno di

7

(d) calcolare / Vods.
v

N.B. Giustificare tutte le risposte!



