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UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analisi Matematica 4
C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni

A.A. 2004/2005 — I Esercitazione — 29 Aprile 2005
y =yly—1),
y<0) =Y € (07 1)7

(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione massimale limitata y = y(x);

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy { si chiede di:

(b) provare che y & globale;

(c) calcolare la soluzione.

Esercizio 2. Dato il problema di Cauchy

223y + 3z%y?
;o = =
- v =flzy),  flzy) Tot 4 203y + 17

y(0) = yo,

si chiede di:
(a) disegnare il dominio 2 C R? di f;
(b) riconoscere che (P) ammette un’unica soluzione in piccolo per ogni yy € R;

(c) fornire I’espressione esplicita di tale soluzione al variare di yp.

Esercizio 3. Dato il sistema lineare omogeneo
2
Y'(x) = AY (x), A=10
1

si chiede di:
(a) determinare I'integrale generale;

(b) calcolare la matrice e“*.

Esercizio 4. Dato il sistema lineare
_ _ 3z
Vi) =hv@ B, A=(; 5] = (T4
si chiede di:

(a) determinare una matrice fondamentale del sistema omogeneo associato;

(b) calcolare I'integrale generale del sistema completo.

N.B. Giustificare tutte le risposte!



A.A. 2004/2005 — II Esercitazione — 17 Giugno 2005

. y* —arctan®y

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy Y o it e ¢ s y’  si chiede di:
y(()) =Y € R?

(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione massimale definita nel suo intervallo
Iy € determinare [,,,, al variare di yy € R;

(b) tracciare un grafico qualitativo della soluzione.

Esercizio 2. Date le funzioni definite in R™ da

T
fz) =arctan |z|” = 2, g(x) = (L+|2]")",
si chiede di:
(a) calcolare I, = an g(x)Af(x)dx ove B, ={zx € R": |z| < 1};

(b) provare nel modo piu veloce possibile che
| #@.g@hde = = [ f@)aga)d
(c) calcolare pern <4ea >0
J(a,n) :/ (Vf(z),Vg(x)) te " d

e fornire 'espressione esplicita di J(1/4,2);

(d) calcolare

lim [ g(z)(Vf(z), Vg(z))dz.

n—oo B
n

Esercizio 3. Sia k — f; : C' — R una successione di funzioni convesse definite in C,
insieme convesso di R™. Dimostrare che:

(a) se (fx)r converge puntualmente a f in C, allora f & convessa in C;

(b) se (fx)r € una successione equilimitata in C, allora la funzione definita per ogni
x € C da s(z) = supy, fr(x) ¢ convessa in C;

(¢) mostrare con un esempio che il minimo di funzioni convesse non ¢ necessaria-
mente una funzione convessa;

(d) mostrare con esempi che il limite e I’estremo superiore di funzioni strettamente
convesse non e necessariamente una funzione strettamente convessa.

Esercizio 4. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche e la serie di Fourier di
una funzione f € LZ_ed in quali casi certamente f € Co,:

> o1 ) > 1/n =\ sinnz + cos nx 1
Z(sm%) sin nax, Z(e — 1) cosnz, Z e (logn)i7 625.

n=1 n=1 n=2

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.
Corso di Analist Matematica 4

C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 27 Giugno 2005

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy
Y = sin®y — ¢
1 4 cosh(z? + y?) — sinh(x2 + y?)’

si chiede di:

(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione massimale definita nel suo intervallo
Iax € determinare [, al variare di yy € R;

(b) tracciare un grafico qualitativo della soluzione.

Esercizio 2. Date le funzioni definite in B,, = {z € R" : |z| < 1} da
fl@)=log(1+]a]"),  g(x) = (A +[a[)*A~[a])’, a>2  B>0,
si chiede di:
(a) calcolare Af(x) in By;

(b) calcolare, utilizzando la funzione Beta, I, g(n) = / g(x)Af(x)dx;

n

(c) calcolare, per ogni av > 2,
lim 1, 1(n);

n—oo

(d) stabilire se esistono valori di « e n tali che il campo vettoriale F' = Vg, con
£ = 0, ammetta un potenziale vettore in B,.

Esercizio 3. Data h : B — R definitain B = {z € R" : |z| < 1} da h(z) = |z|log|z|
se x # 0 e h(0) = 0, si chiede di:
(a) dimostrare che h & continua in B;

(b) dimostrare che h & strettamente convessa in B;

(c) verificare che h € L'(B) e calcolare I,, = / h(z)dz;

n

(d) controllare che I e I3 sono minori di —0.6.

Esercizio 4. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche ¢ la serie di Fourier di
una funzione f € L3 ed in quali casi certamente f € Coy:

Z (log n2 + ) sin nx, Z {log (1 + —2)} CcosS N, Z <\"/n +1-— {L/ﬁ) (sin nx+cosnx).
n=2 nc=n n=1 n n=2

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4

C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/05 - 13 Luglio 2005

Esercizio 1. Data la funzione 27-periodica definita in R da

=1y ° [07%9 |

g(ﬁ—x), x € (Z,ﬂ'} ,

si chiede di:

o =) =—fa),  fle+2n) = f(z),

(a) determinare il tipo di convergenza della serie di Fourier di f;

(b) scrivere la serie di Fourier di f;

[e.9]

1
(¢) dedurre da (b) la somma della serie Zm
-1

Esercizio 2. Data '’equazione di Eulero
2%y —2(a + Dy’ = 52, x>0, a€R,
si chiede di calcolare:

(a) lintegrale generale dell’equazione omogenea associata al variare di a € R;

(b) per quali valori di a le soluzioni non costanti dell’omogenea associata sono pro-
lungabili in x = 0;

x
(¢) quelle soluzioni dell’omogenea associata tali che lim M € R,
r—oo U

(d) l'integrale generale dell’equazione completa al variare di a € R.

Esercizio 3. Data la forma differenziale lineare definita da

2% +y? — 122y 622 + 6y% — 22y

si chiede di:
(a) disegnare il dominio A di w;
(b) provare, nel modo piu veloce possibile, che w & esatta in A;
(c) calcolare quella primitiva F' di w tale che F/(1,0) = 0;
)

(d) stabilire la natura dell’insieme livello 0 di F(z,y).

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA

Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4
C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 28 Luglio 2005

Esercizio 1. Data la forma differenziale lineare

w =

(o) ()
si chiede di:

(a) determinare il dominio A di w;

(b) provare che w ¢ localmente esatta in A;

(c) determinare in forma implicita la soluzione del problema di Cauchy

w=20
{y(—l) =V3-2 "

(d) dedurre da (c) la legge della soluzione di (P) in forma esplicita.

Esercizio 2. Dato il sistema lineare
, 4 1 ele

si chiede di:

(a) determinare una matrice fondamentale del sistema omogeneo associato;
Ax.

Y

(b) calcolare la matrice e

(c) determinare la soluzione del sistema completo tale che Y(0) = (1,1)7.

Esercizio 3. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche ¢ la serie di Fourier di
una funzione f € LZ_ed in quali casi certamente f € Cy,:

> 1 , =, cosnx - 1 )
nz_; log (1 —+ W) Simmnx, nz—; W, nz_; (arctan E) (Sln nr—+cos TLIL')

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4
C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 5 Settembre 2005

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy
1 1

si chiede di:
(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione massimale definita in R*;
(b) determinare

lim y(x) e lim y(z);

r—0t T—00

(c) tracciare un grafico qualitativo della soluzione.

Esercizio 2. Data L’equazione di Eulero

22y (2) — 3zy/(z) + ay(x) = 2*, >0, ac(0,4),

si chiede di determinare:
(a) l'integrale generale dell’equazione omogenea associata;

(b) l'integrale generale dell’equazione completa;

(c) il valore di a € (0,4) tale che tutte le soluzioni dell’equazione completa siano
polinomi.

Esercizio 3. Data f : [a,b] = R, —00 < a < b < 00, convessa, si chiede di:

(a) provare che f e limitata superiormente da M = max{f(a), f(b)};

(b) esprimere z,,, ove x,, denota il punto medio di [a, b, come combinazione con-
vessa di zp, +t ez, —t, cont € [0, (b—a)/2];

(c) dedurre da (a) e (b) che f e limitata inferiormente.

(d) Se g : R — R & convessa e limitata, usando la monotonia del rapporto incre-
mentale delle funzioni convesse, provare che g € costante.

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4

C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 23 Settembre 2005

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy
2z(1+y%)

{y/:f(xvy)a f(x,y) P 5

(1) y(3) = -1, =y

— 2r2y’
si chiede di:

(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione in piccolo;

(b) disegnare il dominio di f;

(c) determinare, utilizzando la tecnica del fattore integrante, la soluzione di (1) in
forma implicita;

(d) dedurre da (c) la forma esplicita = = x(y) della soluzione di (1).

Esercizio 2. Date le funzioni definite in R”, n > 2, da

log(1 + 2]?)
f@) =2, g =1 b 7O
0, xz =0,

si chiede di:
(a) provare che g € C(B) e Vg € [LY(B)]", ove B={z € R": |z] < 1};
(b) provare che
/ f(z)-Vg(z)de + / g(x)divf(z)dr = log?2;
B B

(¢) dedurre da (b) che non vale la formula

/Bdiv [9(2) f(2)]dz = / g(x)f(x)-vdS.

0B

Esercizio 3. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche ¢ la serie di Fourier di
una funzione f € LZ_ed in quali casi certamente f € Cy,:

Z SRy ) ;sin(m — n2) cos N, ; (tan #) (sinnx 4 cosnzx).

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4
C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 14 Novembre 2005

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy

/ —

Yy =e ’ arctany + >,

(1)
y(0) = yo € R,

si chiede di:
(a) studiare esistenza e unicita in piccolo al variare di yo € R;
(b) studiare il segno della soluzione y di (1) al variare di yo € R;

(c) studiare eventuali simmetrie, la monotonia della soluzione e dedurre da (b) che
y non puo essere definita in tutto R se yo # 0;

(d) calcolare al variare di yo € R lim, o+ y(z) e lim,_5- y(x), ove (o, ), —o0 <
a <0< B < oo, e lintervallo massimale di esistenza;

(e) tracciare un grafico qualitativo della soluzione al variare di yy € R.

Esercizio 2. Dato il problema di Cauchy
= (1+y%)
(14 22)(2y arctanz — 1)’ (P)
y(0) =1,

si chiede di:
(a) discutere esistenza e unicita in piccolo;

(b) determinare in forma implicita, utilizzando la tecnica del fattore integrante, la
soluzione di (P);

(c) dedurre da (b) la legge della soluzione di (P) in forma esplicita verificandone il
valore assunto in x = 0.

Esercizio 3. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche ¢ la serie di Fourier di
una funzione f € L3 ed in quali casi certamente f € Coy:

;sin2 <%) sin nx, ; Tog )" cos nx, ; (/e — "W/e) (sinnz + cos nx).

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA

Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4

C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 13 Dicembre 2005

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy

/ _nyz Tty — P

{E2y2 + ZL'y2 — 3

y(1) =1,
si chiede di:
(a) provare che esiste un’unica soluzione in piccolo;

(b) determinare in forma implicita la soluzione di (P);

(c) dedurre da (b) la legge della soluzione di (P) in forma esplicita.

Esercizio 2. Dato il sistema lineare

Y/(x) = AY (2) + B(x), A= G —i’) = <e)

T
si chiede di determinare:

a) una matrice fondamentale del sistema omogeneo associato;

(
(b) tutte le soluzioni limitate in R del sistema omogeneo associato;
(c) la matrice eA?;

)

(d) lintegrale generale del sistema completo.

Esercizio 3. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche e la serie di Fourier di
una funzione f € LZ_ed in quali casi certamente f € Co,:

[e.9] o0 [e.9]

Z[Iog(\/ﬁ—l—l)—(log n)/2] sin nz, Z(nl/”—l)” cosnx Z G n _ 1) (sin nz+cos nx).
n=2 n=1 n=1
Esercizio 4. Data f(x) = |z|sin|z|, * € A = A° C R3, stabilire se esiste una

soluzione U : A — R3 dell’equazione

rot U =VFf in A.

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analist Matematica 4

C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 20 Gennaio 2006

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy

J = yly’ —1)
14y + x2e 2’

y<0) =% € (07 1)7

si chiede di:

(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione y(z) definita in tutto R qualsiasi
sia go € (0,1);

(b) studiare la monotonia di y(x) e calcolare

lim y(z) e m y(z);

li
Tr——00 T—00

(c) tracciare un grafico qualitativo della soluzione.

Esercizio 2. Date le funzioni definite in R" da
fa) = =1, g(z) = el
si chiede di:
(a) calcolare Af(x);

(b) calcolare, utilizzando la funzione T, / g(x)Af(x)dx;

n

(c) stabilire se il campo vettoriale F' = V f ammette un potenziale vettore in R3.

Esercizio 3. Data h: B — R definita in B = {z € R": |z| < 1} da

elel —1
h(x) = 2]
1 se =20

se x#0

si chiede di:
(a) dimostrare che h ¢ continua in B;

(b) dimostrare che h ¢ strettamente convessa in B;

(c) verificare che h € L'(B) e calcolare I,, = / h(z)dz;

n

(d) calcolare poi Iy e Is.

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.

Corso di Analisi Matematica 4
C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 6 Febbraio 2006

Esercizio 1. Dato il problema di Cauchy

, (1—e¥)sin’z
Yy = )
4 + 22 + 4arctan(z? + y)
y(0) =1,

si chiede di:
(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione y = y(x) definita in tutto R;
(b) studiare la monotonia di y e provare che y ¢ limitata in R;
(c) provare che
lim y(z) >1- %;

r——00

(d) tracciare un grafico qualitativo della soluzione.

Esercizio 2. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche ¢ la serie di Fourier di
una funzione f € L3 _ed in quali casi certamente f € Co,:

Vn+1—+/n . cosnw - < 1 )
—— sinnz, —_, 1 — cos — | (sinnx + cosnx).
; vn Zz n?(logn)3 ; v/n (

Esercizio 3. Data h : B,, — R definita in B,, = {x € R" : |z| < 7/2} da

- sin ||
h(z) = |z
0 se =0

se x#0

si chiede di:
(a) dimostrare che h ¢ continua in B,;

(b) dimostrare che h & strettamente convessa in B,;

(c) verificare che h € L'(B,) e calcolare I, e I, ove I, = / h(z)dzx.

n

N.B. Giustificare tutte le risposte!



UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PERUGIA
Facolta di Scienze MM. FF. e NN.
Corso di Analist Matematica 4

C.d.L. in Matematica e Matematica per le Applicazioni
A.A. 2004/2005 — 21 Febbraio 2006

Esercizio 1. Data la forma differenziale lineare

1 2

w=l3 log(x? + y*) +

x? + yt
si chiede di:
(a) determinare il dominio A di w;
(b) verificare che w ¢ chiusa;
(c) calcolare fyw ove v =0D con D =[-1,1] x [-1,1];
(d) provare che w ¢ esatta;
)

(e) determinare la primitiva di w che vale 1 in (1,0).

Esercizio 2. Dato il problema di Cauchy

, y? — 3y + 2
1+ e cosh(a? +32)’
y(0) = 3/2,

Y

si chiede di:

(a) riconoscere che ammette un’unica soluzione y = y(z) definita in tutto R;

(b) studiare la monotonia di y e provare che y ¢ limitata in R;
(c) calcolare

lim y(x) e lim y(z);

r——00 T—00

(c) tracciare un grafico qualitativo della soluzione.

Esercizio 3. Dire quali tra le seguenti serie trigonometriche ¢ la serie di Fourier di
una funzione f € L3 ed in quali casi certamente f € Coy:

oo

; cos(vVn? 4+ 1 —n)cosnx, nz; %, ;(e"/(”%ﬂ) — 1)(sin nx + cos nx).

N.B. Giustificare tutte le risposte!



